Alles im Gleichgewicht — oder etwa nicht ?
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Sofern der Mensch nicht eingreift, dann herrscht in der Natur (ohne Mensch) normalerweise
ein Gleichgewicht. So ist das auch beim radioaktiven Zerfall. Es gibt im Wesentlichen nur 3
Elemente mit in der Natur vorkommenden radioaktiven Isotopen, welche auf Grund ihrer
sehr langen Halbwertszeit die bisherige Evolution der Erde (iberlebt haben. Das ist das
Kalium-40, das Uran und das Thorium (es gibt allerdings auch noch einige seltene Erden, die
auch Uberlebt haben). Das sind die sogenannten primordialen Radionuklide. Wahrend das
radioaktive Kalium-40 Isotop, welches im natirlichen Kalium zu 0.012% enthalten ist, in das
stabile Kalzium oder in das stabile Argon zerfdllt, zerfallen die beiden radioaktiven
Uranisotope, welche im natiirlichen Uran enthalten sind (U-238 99.27% U-235 0.72%), sowie
das natirlich radioaktive Thorium erst Gber lange Zerfallsreihen in stabile Elemente. Die
Zwischenstufen in den Zerfallsreihen sind ebenfalls radioaktive Isotope verschiedener
Elemente mit ihren unterschiedlichen Halbwertszeiten, Strahlungsarten und
Strahlungsenergien.

Deswegen ist es auch so, dass wenn man sich ein natdrliches Stiick Uranerz anschaut, oder
das Radon-haltige Wasser einer entsprechenden Quelle untersucht, dass man dann einen
bunten Blumenstraull an verschiedensten Radionuklide findet und die Gesamt-Aktivitat der
Probe bei weitem nicht der chemischen Urankonzentration bzw. Radonkonzentration
entspricht.

Isoliert man dagegen ein Radionuklid, und das ist beim Radon beispielsweise aufgrund seines
gasformigen Aggregatszustands bei hoher Temperatur ganz leicht moglich, dann kann man
beobachten wie die Natur mehr oder weniger schnell die Gleichgewichte wieder
herzustellen versucht, wie auf einer Wiese auf der man zunachst nur eine Blume ausgesét
hat aber auf der nach einigen Jahren wieder eine bunte Mischung an Blumen zu Hause ist.

Da beim radioaktiven Zerfall aber doch die Gesamtaktivitdt davon betroffen ist, wie sich
entlang der Zerfallskette wieder die Zerfallsprodukte bilden lohnt sich doch auch ein
guantitativer Blick auf diesen Gleichgewichtsmechanismus.

Betrachtet man G Folgegenerationen eine Muttergeneration (Index 0), dann kann man fir
jede die bekannte Zerfallsgleichung aufstellen. Fir die Muttergeneration gilt dann:

dNo/dt = -}\,o*No

Geht man gleich auf die Aktivitdit Uber in dem man einfach beide Seiten mit der
Zerfallskonstante multipliziert, dann hat man es spater einfacher, da gewdhnlich keine
Atomzahlen angegeben werden wenn man {ber Radioaktivitdit redet. Fir die
Muttergenerationen und ihre Folgegenerationen (Tochter, Enkel, Urenkel ...) gilt daher ganz
vergleichbar:

dAo/dt = -7\,0*A0



dA]_/dt = )\‘O*AO'kl*Al

dAg/dt = Ag.1*Ac1-Ac*Ac

Es handelt sich also um ein System von Differentialgleichungen die verkettet sind. Hierin sind
die A; die Zerfallskonstanten der Radionuklide, und die A; die zeitabhangigen Aktivitdten der
i-ten Generation (i=0 Mutter). Daflir haben die Mathematiker eine rekursive Ldsung
gefunden:

Ko,o =Ao(0)

Ki,j = Ki—1,j * 7\4/()\4 - )LJ) |=lG,_| =0..i-1

Ki,i = AO(O) - (Ki,O + Ki,l + Ki,2 + ...+ Ki,i»l) i=1...G

Ao(t) = Ko,o *g o0

0% 1%
Al(t) = Kl’o*e A0 t+ Kl,l *e At

A0* A1* 9%
Az(t) = Kz,o*e 10 t+ Kz,l *e At + Kz,z *e r2rt

-A0*t A1*t -A2%t -AG*t
AG(t) = KG,O *e + KG,]_ *e + KG,Z *e +..+ KG,G *e

Die L6sungen sind also Uberlagerte Exponentialfunktionen. Die K;; sind Konstanten fiir die i-
te Generation und die j-te Exponentialfunktion, die man bei der Uberlagerung braucht.

Da zu einem Radionuklid auch selten die Zerfallskonstante A angegeben wird sondern eher
die entsprechende Halbwertszeit Th kann man mit A = In(2)/Th eine passende Umformung
erreichen. Interessant ist, dass dabei aus der Exponetialfunktion eine Potenzfunktion zur
Basis 2 wird:

Ki,j = Ki—1,j * Thj/(ThJ - Th,)

Ao(t) = Koo * /o

As(t) = Ke,o #*t/ThO K1 *t/Thl o Ko, *t/Th2, Ko, #7t/ThG

Fiir das System Mutter-Tochter kann man nach Auflésung der Gleichungen leicht eine
geschlossene Losung finden, die auch die Anfangskonzentrationen A;(0) der Aktivitat der i-
ten Generation an Folgeprodukt beriicksichtigt:



Aoft) = Ao(0)*2¥™°

Ao(t) = Ag(0)* Th, *2°Y™0 4 (A,(0)-Ag(0)*Th,)* 27/
mit:

Th, = The/(Tho-Thy).

Das Gleichungssystem fiir das Gleichgewichtssystem zwischen Mutter und dem
Tochternuklid der ersten Generation ldsst sich sehr kompakt in einem Mathematik-
Programm wie Matlab oder der kostenlosen Software Scilab berechnen, wenn man die
Fahigkeit der Matrizenrechnung effizient nutzt (siehe Skript RGG1). Man muss allerdings
darauf achten, dass Matlab die Feldelemente immer mit dem Index 1 zu zahlen beginnt,
nicht wie in anderen Programmiersprachen mit dem Index 0.

$RGG1L

t=0:0.1:100;
Th0=3.05 %P0o-218
Thl=26.8 %Pb-214
AQ0=1;

Al1=0.3;

Thr=ThO/ (ThO-Thl);
AQ_t=A0*2.~(-t/ThO);
Al_t=A0*Thr*2.”(-t/Th0)+ (A1-A0*Thr)*2.7(-t/Thl);
plot (t,A0_t);

hold on;
plot(t,Al_t,'r");
hold off;

Hierin ist AO_t die zeitabhdngige Aktivitdt des Mutternuklids und Al_t die zeitabhangige
Aktivitat fur das Tochternuklid. AO und Al sind die Anfangsaktivitdten zum Zeitpunkt t=0.
ThO und Th1 sind die Halbwertszeiten von Mutter und Tochternuklid. Die GréBe Thr ergibt
sich aus dem Verhaltnis der Halbwertszeiten: Thr=Th0/(ThO-Th1).

Das Beispiel hier benutzt das System Po-218 mit 3.05min Halbwertszeit als Mutter und Pb-
214 mit 26.8min Halbwertszeit als Tochter. Auf Grund der Tatsache, dass die
Muttergeneration sehr viel schneller zerfillt, sieht man, dass sich die Tochtergeneration
verspatet aufbaut und in dem sich einstellenden Gleichgewicht kaum mehr als seine
Anfangsaktivitat erreicht, weil die generierende Muttergeneration bereits stark zerfallen ist.
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Abb. 1: Das System Mutter- und Tochternuklid am Beispiel des Po-218/Pb-214

Eine geschlossene Losung fir das System Mutter-Tochter-Enkel kann auch noch mit
vertretbarem Aufwand formuliert werden. Allerdings sieht man, dass die Ausdriicke sehr
langlich werden und die Gefahr, dass man sich mit den Indizes irgendwo vertut, enorm
zunimmt. Hier gilt dann:

Po(t)=Ao(0)*27/™®

Ax(t)=Ao(0)*Th,*2 /™ *+(A,(0)-Ag(0)*Thy) *2/™

AZ(t)=Ao(0)*Thr1*2't/Th°+(A1(O)*Thr4-Ao(0)*Thrz)*Z’t/Thl
+(A2(0)-A1(0)*Thy4+Ag(0)*Thy2-Ao(0) *Th,s) *2 /™2

mit:

Th=Tho/(Tho-Thy);
Thy1=(Tho)*/((Tho-Th1)*(Tho-Thy));
Thro=Tho*Th1/((Tho-Th1)*(Th1-Thy));
Thys=(Tho)*/((Tho-Th1)*(Tho-Thy));

Thrs=Th1/(Th1-Thy);



Diese Gleichungen wurden beispielhaft fiir ein System Po-218, Pb-214 und Bi-214 mit Matlab
gerechnet und die Aktivitaten in eine Grafik geplottet (Skript RGG2). Da die Halbwertszeit
von dem auf das Bi-214 folgende Po-214 extrem kurz ist (164us), entspricht das Po-214 auch
dem Verlauf des Bi-214 und man bekommt den Urenkel in diesem Fall praktisch gratis dazu.

$RGG2
clear;
t=0:0.1:10
Th0=3.05; $ P
Thl=26.8; % Pb-214
Th2=19.9; % B
AO0=1;

Al1=0.3;

A2=0.0;

Thr=Th0/ (Th0-Thl) ;

Thr1=Th0"2/ ((Th0-Thl) * (Th0-Th2)) ;

Thr2=Th0*Thl/ ((Th0-Thl) * (Th1l-Th2)) ;

Thr3=Th0"2/ ((Th0-Thl) * (Th0-Th2)) ;

Thr4=Thl/ (Thl-Th2);

AQ_t=A0*2.7(-t/Th0);

Al_t=A0*Thr*2.”(-t/Th0)+ (A1-A0*Thr)*2.” (-t/Thl);

A2_t=A0*Thrl*2.”(-t/Th0)+ (A1*Thr4-A0*Thr2)*2." (-t/Thl)+ (A2-A1*Thr4+A0*Thr2-
AQ0*Thr3)*2.7(-t/Th2);

plot (t,A0_t);

hold on;

plot(t,Al_t,'r");

plot(t,A2_t,'g");

hold off;
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Abb. 2: Das System Mutternuklid Po-218 mit Tochter Pb-214 und Enkel Bi-214, der Urenkel
Po-214 verlauft identisch mit dem Bi-214



In diesem System kann man erkennen, dass das Bi-214 mit einer Halbwertszeit von 19.9min,
welche dem Pb-214 sehr dhnlich ist, noch mehr verzogert folgt. Da hier eine Anfangsaktivitat
von 0 fiir das Bi-214 angenommen wurde, sieht man, wie sich zunadchst eine Aktivitat
aufbaut, die dann aber wegen des Zerfalls der vorausgehenden ahnlich wie diese zerfallt.

Fir ein System mit Urenkeln und noch mehr Generationen wird die geschlossene Losung
dann ziemlich aufwendig zu rechnen. Hier ist es also wirklich n6tig, dass man eine rekursive
Losung benutzt und zur Simulation entsprechend programmiert. Im Prinzip lassen sich damit
die Aktivitatskonzentrationsverldufe (iber beliebig viele Generationen rechnen. Hier wurde
die Berechnung beispielhaft fir das System Rn-222, Po-218, Pb-214, Bi-214 in Matlab
durchgefiihrt (Skript RGG-Rekursiv).

$RGG_Rekursiv

clear;

t=0:0.1:300;

Th=[3.82*24*60 3.05 26.8 19.91];
Aty0=[1 0.3 0.2 0.17;

maxgen=length (Th)-1;
lam=log(2)./Th;

K=zeros (maxgen+l,maxgen+1) ;
Aty_t=zeros(length(t),maxgen+l);

i=0;
K(i+1,1i+1)=Aty0(i+1); %K00
for i=1:maxgen
for j=0:i-1
K(i+1l,j+1)=K(i,j+1)*Th(j+1)/(Th(Jj+1)-Th(i+1l)); %Kij
end
sumKij=0;
for j=0:i-1

sumKij = sumKij + K(i+1l, j+1);
end
K(i+1,1i+1)=Aty0 (i+1)-sumKij; %Kii
end
for i=0:maxgen
for j=0:1
Aty_t(:,i+1)=Aty_t(:,i+1)+K(i+1,j+1).*2.°(-t"'"./Th(j+1));
end
end
plot (t,Aty_t(:,1));
hold on;

plot (t,Aty_t(:,2),
plot (t,Aty_t(:,3),
plot(t,Aty_t(:,4),
hold off;

Die rekursiven Gleichungen lassen sich natirlich genauso gut in einem Tabellenkalkulations-
Programm wie MS-Excel oder OpenOffice Calc berechnen, wenn entsprechende Beziige auf
Zellen, die zuvor bereits berechnet wurden, hergestellt werden.

Einem aufmerksamen Elektrotechniker oder Elektroniker fallt bei der Betrachtung der
Losungen fiir den radioaktiven Zerfall aber auch sofort die Ahnlichkeit zu
Spannungsverlaufen am RC-Glied auf. Das eroffnet eine weitere sehr einfache
Simulationsmoglichkeit. In der Tat kommt hier die schone Seite der Physik zum Ausdruck,
dass hinter unterschiedlichen Erscheinungen immer eine dhnliche Mathematik steckt. Sucht
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man beispielsweise die Losung fir Strom und Spannung im RC-Glied, dann sto8t man auf
eine der Zerfallsgleichung vergleichbare Differentialgleichung:

R i(t)
] I
L
_>

Usft) i <> Us(t) c ==iuc(t)

Abb. 3: Spannungen und Strom beim einfaches RC-Glied

Flr Strom und Spannung gelten:

i(t) = ir(t) = ic(t)
Uc(t) = Uo(t) — Ur(t)

Am Kondensator ist:

ic(t) =C* dU./dt

und am Widerstand :

ir(t) = Ug(t)/R

Da die Strome iz und i. identisch sind, muss sein:
C * dU./dt = Ug(t)/R

Also ergibt sich:

Ugr(t) = R*C* dU./dt

Und damit:
Uc(t) = Up(t) = R*C* dU./dt

Oder umgestellt :
dU¢/dt = 1/(RC)*Uo(t) - 1/(RC)*U(t)

vergleicht man dieses Ergebnis mit der Differentialgleichung fiir die Tochtergeneration beim
Zerfall:

dA1/dt = Ao*Ao(t) - A1 *Aq(t)
dann erkennt man, dass der Spannungsverlauf dem Aktivitatsverlauf und die

Zerfallskonstante dem Kehrwert der RC-Zeitkonstanten entspricht. Der einzige Unterschied
ist, dass die Mutteraktivitdt eine andere Zeitkonstante als Vorfaktor hat, verglichen zur



Zerfallsgleichung. Das lasst sich aber dadurch ausgleichen, indem man die Mutteraktivitat
entsprechend skaliert, wenn man das RC-Glied der Muttergeneration mit dem RC-Glied des
Tochterschaltkreises verkoppelt. Um die Generationen zu verkoppeln kann man eine
spannungsgesteuerte Spannungsquelle verwenden.

Das bedeutet, dass man den radioaktiven Zerfall in einer Zerfallskette auch ganz einfach mit
einem analogen Schaltungssimulator wie z.B. Spice simulieren kann. Kostenlose Versionen
des Spice Simulators gibt es bei den Halbleiterherstellern wie z.B. bei Texas Instruments und
Linear Technology. Hier wurde der Spice Simulator LTSpice von Linear Technology
verwendet.
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Abb. 4: Spice (LTSpice) Simulation eines elektrischen Kettenleiters als gleichwertige
Simulation fir Aktivitaten in einer Zerfallskette

Die Anfangsaktivititen kann man durch entsprechende Initial Conditions (.IC Direktive)
berucksichtigen. Was man auch geschickt nutzen kann, ist die geschweifte Klammer um die
Halbwertszeiten in die Zerfallskonstanten umzurechnen. Die RC-Zeitkonstante wird einfach
durch den Wert des Widerstands bestimmt (Kehrwert der Zerfallskonstante) und der Wert
der Kapazitat wird auf 1 gesetzt. Der Kopplungsfaktor der gesteuerten Quelle wird ebenfalls
auf 1 gesetzt um hier den Faktor der RC-Zeitkonstante im Vergleich zum Zerfallsgesetz zu
kompensieren. Diese Simulation ldsst sich dann sehr einfach mit Copy&Paste auch weitere
Folgegenerationen erweitern, sofern das sinnvoll ist. Die Aktivititen werden in der
Simulation dann als Spannungen an den Knoten n; der jeweiligen Teil-RC-Glieder angezeigt.

In diesem Beispiel wurde der Zerfall einer frischen Radongas-Anfangskonzetration (100%)
Rn-222 in alle seine typischen relevanten Zerfallsprodukte Po-218, Pb-214, Bi-214 simuliert.
Das auf das Bi-214 folgende Po-214 hat eine Halbwertszeit von nur 164us, es folgt also
instantan dem Bi-214 und hat damit auch einen Verlauf, der vom Bi-214 nicht zu
unterscheiden ist. Es muss daher also nicht gesondert simuliert werden, sondern man kann
gleich V(n5)=V(n4) annehmen.
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Abb. 5: Ergebnis der Simulation einer gegebenen Anfangsaktivitat von Rn-222 (griin) und
seiner relevanten Folgeprodukte, Po-218(blau), Pb-214(rot), Bi-214=Po-214(trkis)

Hier sieht man nun gegenilber den Grafiken oben einen wesentlichen Unterschied. Dadurch,
dass hier als Muttergeneration eine Radonaktivitdit mit einer Anfangsaktivitdt von 100%
angenommen wurde, und dieses eine vergleichsweise lange Halbwertszeit hat, konnen sich
also die folgenden Tochtergenerationen ebenfalls auf eine Gleichgewichtsaktivitdt von fast
100% aufbauen. Dieser ,Pile-Up“ genannte Anstieg auf die Gleichgewichtskonzentration
erfolgt mit der jeweiligen Halbwertszeit der kiirzerlebigen Radionuklide. In dieser Zeit kann
man dann auch einen Anstieg der Gesamtaktivitat erkennen. Die Probe nimmt also mit ihrer
Gesamt-Radioaktivitat durch Bildung der Folgeprodukte erst einmal kraftig zu. Erst
allmahlich wirkt sich dann der Zerfall des generierenden Radon aus. D.h. die Tochter- und
Enkelgenerationen folgen dann im Gleichgewicht der Muttergeneration und werden immer
weniger haufig nachgebildet und zerfallen daher mit vergleichbarer Zeitkonstante.

Nun kann man sich auch leicht vorstellen, dass wenn man das Radium (Ra-226) mit 1600
Jahren Halbwertszeit dazunimmt, dass dieses als praktisch konstante Quelle fiir das Radon
angesehen werden kann und damit nach vergleichbar kurzer Zeit alle Folgeprodukte im
Gleichgewicht dieselbe Aktivitat erreichen.

Geht man vom Uran aus mit mehr als 4 Mrd. Jahren Halbwertszeit, dann bestimmt dessen
Aktivitat die des Radium und aller Folgeprodukte, allerdings erst wenn das Radium nach 5*
bis 7*1600 Jahren im Gleichgewicht ist. Fir natiirliches Uranerz im Gestein war diese Zeit gar
kein Thema von heute aus gesehen. Wurde aber bei der Herstellung von Uranfarben
beispielsweise das Radium abgetrennt, dann dauert es erst mal einige Tausend Jahre bis das
Radium wieder in der Uranfarbe auftaucht und sich auch wieder daraus das Radon bilden
kann. Und so alt sind die Uranfarben noch nicht. Daher findet man bei der
gammaspektroskopischen Untersuchen auch keine Bi-214 Linie im Uranglas oder in
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Uranglasuren von Keramik. Was im Gammspektrum eines Uranglases auch enorm tduschen
kann ist eine deutliche Linie an der Stelle wo man eigentlich das Radium-226 mit einer
geringen Intensitdt von nur 3% aller Zerfélle erwartet (186.21keV). Dazu muss man nun
daran denken, dass die Uranfarben noch deutlich vor dem zweiten Weltkrieg hergestellt
wurden. D.h. es gab seitens der Militars noch nicht den Zwang, dass zivil genutztes Uran
abgereichert sein musste. Damit hat man in der Farbe auch zu 0.7% das U-235 und dieses
emittiert Gammaquanten bei 185.72keV mit 57% Intensitat. D.h. im Gammaspektrum eines
Nal-Detektors kann man die Ra-226 Linie und die U-235 Linie gar nicht trennen. Wenn also in
einer Uranfarbe keine Bi-214 Linie zu sehen ist, dann ist die Linie bei 186keV die Folge des
natirlichen U-235 Isotops und nicht des Ra-226, da sonst namlich das Bi-214 mit dem Ra-226
im Gleichgewicht und daher auch sichtbar sein misste.

Das gleiche gilt im Prinzip auch fir die Herstellung von Phosphordiingemitteln aus
uranhaltigem Phosphorit (aber nur im Prinzip). Hier landet das Radium zu einem GroRteil im
Gips, der beim Aufschluss des Phosphors als Nebenprodukt entsteht. Man kénnte daher also
denken, dass Phosphordiinger kein Radon exhalieren kann, weil nach der Herstellung aus
dem noch vorhandenen Uran noch kein Radium als Mutternuklid zum Radon entstanden ist.
Das Radium mit seiner langen Halbwertszeit von 1600 Jahren wiirde also wie eine Barriere
fiir die Bildung der Folgeprodukte in der Zerfallskette wirken. Allerdings deponieren einige
Diingemittelhersteller den strahlenden Gips jetzt nicht mehr wie friiher auf groBen Halden
(wie in Florida), sondern entsorgen ihn beim Verkauf ihres Diingemittels ganz praktisch
gleich mit dem Produkt selbst, indem sie ihn namlich als Zuschlagstoff wieder in den Diinger
mischen. Daher exhaliert der Diinger dann auch wieder wie gewohnt das Radon und zeigt
auch die Bi-214 Linie im Gammaspektrum.

Was dabei aber auch klar wird, ist dass ein Diingemittel, das kein Radon exhaliert deswegen
noch nicht uranarm sein muss. Aber es enthalt dann wenigstens kein Radium, das der
menschliche Organismus mit dem Kalzium verwechselt und es daher auch in die Knochen
einbaut wo es munter weiterstrahlt.
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Abb. 6: Gammaspektrum einer Uranerzprobe aus Menzenschwand, deutlich sieht man die
Bi-214 Linie
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Abb. 7: Gammaspektrum eines mit Annagrin gefarbten Uranglases, auller einem starken
Rontgenfluoreszenzpeak knapp unter 100keV sieht man nur eine Linie bei 186keV, die aber
keine Ra-226 Linie ist sondern vom natirlichen U-235 stammt
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Abb. 8: Gammaspektrum eines Superphosphatdiinger 18% der Firma ICL (Vertrieb Giber die
BayWa AG). Deutlich erkennt man die Bi-214 Linie als Indikator flir die Prdsenz des Radium
als Bestandteil der Zerfallskette

Im Zusammenhang mit dieser Untersuchung geht ein groBer Dank an Prof. Henning von
Philipsborn vom Radiometrischen Seminar der Universitat Regensburg fiir die Bereitstellung
von Messmitteln, Proben und die Demonstration von etlichen Experimenten zur Messung
der Radonaktivitdt und ganz besonders fir die umfangreiche Diskussion zu der Thematik.
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